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Punteggio
(1) Dieci centralini ricevono ciascuno un numero di telefonate al minuto avente densità di
Poisson di media 2.
(a) Qual è la probabilità che il primo di questi centralini riceva almeno 3 telefonate in
un minuto?
La variabile X1 =numero di telefonate al primo centralino ha densità di Poisson
di parametro 2. Si ha quindi
P (X1 ≥ 3) = 1− P (X1 = 0)− P (X1 = 1)− P (X1 = 2)
= 1− e−2
(20
0!
+
21
1!
+
22
2!
)
= 1− 5e−2
= 0.3233.
(b) Qual è la probabilità che almeno tre di questi centralini ricevano 3 o più telefonate
ciascuno in un minuto?
La variabile Z =numero di centralini che ricevono almeno 3 telefonate è una
variabile binomiale B(10, p), con p = 0.3233. Si ha quindi
P (Z ≥ 3) = 1− P (Z = 0)− P (Z = 1)− P (Z = 2)
= 1− (1− p)10 − 10p(1− p)9 −
(
10
2
)
p2(1− p)8
= 0.677.
(c) Sapendo che esattamente 5 centralini hanno ricevuto 3 o più telefonate, qual è la
probabilità che esattamente 2 dei primi 4 abbiano ricevuto 3 o più telefonate?
Possiamo risolvere questo quisito con l'ausilio di una variabile ipergeometrica.
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Pensiamo ai 10 centralini come 10 palline, di cui 5 rosse (corrispondenti ai cen-
tralini che hanno ricevuto almeno 3 telefonate) e 5 bianche (i rimanenti). Peschi-
amo 4 palline senza rimpiazzo (i primi 4 centralini) e ci chiediamo qual è la prob-
abilità che esattamente 2 siano bianche. La risposta è(
5
2
)(
5
2
)(
10
4
) = 10
21
= 0.476.
Si poteva comunque rispondere a questa domanda anche utilizzando la probabilità
condizionale (e la formula di Bayes).
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(2) Siano X ed Y due variabili aleatorie definite sullo stesso spazio di probabilità la cui
densità congiunta è espressa dalla seguente tabella
@
@X
Y
1
24
1
12
1
8
1
24
1
12
1
8
1
12
1
6
1
4
-1 0 2
3
4
6
(a) Determinare P (X + Y ≥ 6).
Si vede facilmente che X + Y ≥ 6 nei 3 casi (4,0), (4,2) e (6,2). Si ha quindi
P (X + Y ≥ 6) = 1
8
+
1
6
+
1
4
=
13
24
.
(b) Determinare le densità marginali di X ed Y ;
Basta fare la somma delle righe e delle colonne della tabella. Si ha
pX(k) =

1
4
se k = 3, 4;
1
2
se k = 6;
0 altrimenti
e
pY (k) =

1
6
se k = −1;
1
3
se k = 0;
1
2
se k = 2;
0 altrimenti
(c) Stabilire se X ed Y sono indipendenti;
Si vede facilmente che la densita congiunta p(x, y) è uguale al prodotto delle
marginali pX(x) · pY (y) PER OGNI coppia di valori x ed y e quindi le variabili X
ed Y sono indipendenti.
(d) Determinare la media di X + Y .
Calcoliamo la media di X e di Y utilizzando le densità marginali. Abbiamo
E[X] = 3 · 1
4
+ 4 · 1
4
+ 6 · 1
2
=
19
4
,
E[Y ] = −11
6
+ 0 · 1
3
+ 2 · 1
2
=
5
6
e quindi
E[X + Y ] = E[X] + E[Y ] =
67
12
= 5.58.
(e) Determinare la varianza di X − Y .
Siccome X e −Y sono indipendenti abbiamo
Var(X − Y ) = Var(X) + Var(−Y ) = Var(X) + (−1)2Var(Y ) = Var(X) + Var(Y ).
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Calcoliamo le medie dei quadrati per poter determinare le varianza di X ed Y .
Abbiamo
E[X2] = (16 + 9)
1
4
+ 36
1
2
=
97
4
e
E[Y 2] =
1
6
+ 4
1
2
=
13
6
.
Di conseguenza Var(X) = E[X2] − E[X]2 = 97
4
− 361
16
= 27
16
e Var(Y ) = E[Y 2] −
E[Y ]2 = 13
6
− 25
36
= 53
36
. Concludiamo che
Var(X − Y ) = 27
16
+
53
36
= 3.16.
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(3) Sia X una variabile continua uniforme nell'intervallo [0, 1].
(a) Determinare E[X2] e E[X4].
Ricordando come si calcola la media di una variabile trasformata φ(X) abbiamo
E[X2] =
∫ 1
0
t2 dt =
[t3
3
]1
0
=
1
3
e similmente
E[X4] =
∫ 1
0
t4 dt =
[t5
5
]1
0
=
1
5
.
In alternativa si poteva determinare la densità di X2 e di X4, ma sarebbe stato
più complesso. Ad esempio ricordando quanto fatto in aula per calcolare la den-
sità di una variabile trasformata abbiamo che la densità di X2 è fX2(t) =
1
2
t−
1
2
(nell'intervallo [0, 1] e quindi
E[X2] =
∫ 1
0
t
1
2
t−
1
2 dt =
1
2
[t3/2
3/2
]1
0
=
1
2
2
3
=
1
3
.
(b) Siano X1, . . . , X100 variabili continue uniformi nell'intervallo [0, 1] indipendenti.
Determinare
P (X21 + · · ·+X2100 > 25)
Determiniamo la varianza delle variabili X2i . Abbiamo
Var(X2i )
2 = E[X4i ]− E[X2i ]2 =
1
5
− 1
9
=
4
45
.
La variabile S100 = X
2
1 + · · ·+X2100, per il teorema limite centrale, è approssimata
da una variabile normale di media 100 · 1
3
= 33.33 e varianza 100 · 4
45
= 8.88.
Abbiamo quindi
P (X21 + · · ·+X2100 > 25) = P (ζ0 >
25− 33.33√
8.88
) = P (ζ0 > −2.79) = 0.997.
